
Model tendencji rozwojowej to konstrukcja teoretyczna (równanie lub układ równań) opisująca 

kształtowanie się określonego zjawiska jako funkcji: 

• zmiennej czasowej t 

• wahań okresowych (sezonowe – krótkookresowe do 1 roku, cykliczne - długookresowe) 

• wahań przypadkowych (nieregularnych). 

Czyli na zmienność zjawiska w czasie ma wpływ: 

 tendencja rozwojowa (trend) 

 wahania typu okresowego 

 wahania typu przypadkowego (losowego). 

Te trzy części trzeba zidentyfikować, a potem złożyć razem w model: 

• addytywny (jeśli amplituda wahań jest stała) 

• multiplikatywny (jeśli amplituda wahań rośnie lub maleje regularnie) 

MODEL TENDENCJI ROZWOJOWEJ 
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gdzie: 
Yt    - poziom badanego zjawiska   

F(t) – funkcja trendu 

G(t) – funkcja wahań okresowych 

        - składnik losowy o rozkładzie normalnym, E()=0, V()=const )(t



 METODY DEKOMPOZYCJI SZEREGU CZASOWEGO 

 

 
Metody mechaniczne:  
• metody naiwne 
• metoda średniej ruchomej (wygładzanie danych linią łamaną) 
• wygładzanie wykładnicze 

 prosty model wygładzania wykładniczego 
 model liniowy Browna, Holta 
 model Wintersa 

Metody analityczne (funkcje analityczne)  

 Metody naiwne 

 oparte na założeniu braku zmian w zachowaniu czynników oddziaływujących na zmienną prognozowaną 

 umożliwiają prognozowanie na jeden okres naprzód (niska jakość     prognoz) 

 stosowane w przypadku niedużych wahań przypadkowych 
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gdzie: 
yt-1    - wartość zmiennej prognozowanej w momencie (t-1)   

- wartość zmiennej prognozowanej wyznaczona na moment t 

ty



 

  Średnia ruchoma (wygładzanie danych linią łamaną) 

 

Wyrównanie (wygładzanie) przebiegu szeregu czasowego polega na zastąpieniu pierwotnych wartości zmiennej 
średnimi arytmetycznymi 
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Średnia ruchoma: mając szereg czasowy y1, y2,....., yn, przyjmujemy długość kroku k = 3, lub 5, lub 7 itd. i liczymy 

Gdy k jest liczbą parzystą to uzyskujemy tzw. średnie scentrowane 
(zwykle gdy informacje liczbowe dotyczą kwartałów) 
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Model jest stosowany w przypadku występowania wahań przypadkowych oraz stałego poziomu zmiennej 
prognozowanej 
Dla dowolnego momentu t operatorem wyrównania rzędu pierwszego dla szeregu yt jest wyrażenie: 
 
 
 
 - stała wygładzania, jej wartość jest wyznaczana eksperymentalnie, aby  minimalizowała średni błąd dopasowania  
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yt    - wartość zmiennej na moment t  


ty - wygładzona wartość zmiennej prognozowanej na moment t 
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Wygładzanie wykładnicze 

model liniowy Browna 

model liniowy Holta 

Model jest stosowany w przypadku występowania wahań przypadkowych oraz trendu 
Dla dowolnego momentu t operatorem wyrównania rzędu pierwszego dla szeregu yt jest wyrażenie: 
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, β – parametry modelu o wartościach [0; 1] wyznaczane eksperymentalnie, aby uzyskać minimalny średni błąd 
prognozy 

- wygładzona wartość zmiennej prognozowanej na moment t 
tF

St    - wygładzona wartość przyrostu trendu na okres t  



 

Funkcja liniowa 

 

Funkcja potęgowa 

 

Funkcja wykładnicza 

 

Funkcja logistyczna 

 

Wielomian I rzędu 

 

Parametry strukturalne funkcji oszacowywane MNK 
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Metody analityczne 



t                  yt  

1,0              71,0               

2,0              70,0                

3,0              69,0                

4,0              68,0                

5,0              64,0                

6,0              65,0                           

7,0              72,0                

8,0              78,0                

9,0              75,0                

10,0             75,0                

11,0             75,0                

12,0             70,0                              

13,0             75,0                             

14,0             75,0                             

15,0             74,0                

16,0             78,0                 

17,0             86,0                

18,0             82,0                

19,0             75,0                

20,0             73,0                

-------------------------------------------------------------------------- 

                                      Standard          T 

Parameter       Estimate         Error       Statistic        P-Value 

----------------------------------------------------------------------------- 

Intercept        67,36                1,90           35,43         0,0000 

Slope               0,59                0,16             3,69         0,0017 

----------------------------------------------------------------------------- 

tyt  59,036,67ˆ

Correlation Coefficient = 0,65586 

R-squared = 43,0152 percent 

R-squared (adjusted for d.f.) = 39,8494 percent 

Standard Error of Est. = 4,09233 

Mean absolute error = 3,05474 

Regression Analysis - Exponential model: 

    Standard          T 

Parameter       Estimate         Error       Statistic        P-Value 

----------------------------------------------------------------------------- 

Intercept           4,21               0,026        164,27         0,0000 

Slope                0,008             0,002            3,71         0,0016 

----------------------------------------------------------------------------- 

 

)008,021,4(ˆ t
t ey


Correlation Coefficient = 0,658582 

R-squared = 43,3731 percent 

R-squared (adjusted for d.f.) = 40,2271 percent 

Standard Error of Est. = 0,0551879 

Mean absolute error = 0,0416653 

Metody analityczne - przykład 



Metody prognozowania 

Prognozowanie na podstawie modelu matematyczno-statystycznego to prognozowanie iloŜciowe 

 

Prognozowanie na podstawie modeli niematematycznych, to zwykle prognozowanie jakoŜciowe 

Prognozy iloŜciowe dzielimy na: 

Å punktowe, gdzie dla zmiennej prognozowanej wyznacza siň jednŃ wartoŜĺ dla T>n, 

  

Å przedziağowe, w kt·rych wyznacza siň przedziağ, w kt·rym znajdzie siň rzeczywista wartoŜĺ zmiennej prognozowanej w 

prognozowanym okresie T>n. 

BğŃd prognozy 

Przy wyborze modelu prognostycznego naleŨy dŃŨyĺ do osiŃgniňcia zadowalajŃcego poziomu miernika dokğadnoŜci 

BğŃd prognozy moŨna zapisaĺ jako  

                                              Bt = yt ï Yt*  

gdzie Yt* to wartoŜĺ prognozy zmiennej Y na okres t, wyznaczona na podstawie modelu F, a yt to rzeczywista wartoŜĺ zmiennej 

prognozowanej w okresie t. 

Wyr·Ũniamy dwa typy miernik·w: 

1. bğŃd ex post 

2. bğŃd ex ante 



 

• Błąd przeciętny (Mean Error) 

 

• Średni błąd kwadratowy (Mean Square Error) 

 

• Średni błąd absolutny (Mean Absolute Error) 

 

• Średni błąd względny (Mean Absolute Percentage Error) 

 

 n – liczba reszt  

Mierniki stopnia dopasowania modelu do danych empirycznych – miary 
błędów ex post 
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r = - 0,96;   

r2 = 92,1 % 

BğŃd standardowy reszt = 0,30  

średni bğŃd absolutny MAE = 0,24 
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Przykğad 

r = - 0,91 

r2 = 82,1 % 

BğŃd standardowy reszt = 14,1 

średni bğŃd absolutny MAE = 10,6 
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Lata eksploatacji 

Wydobycie ropy naftowej ze zğoŨa X 
 w latach 1914-2013 

ropa Χ 

Przykład 



qt – wydajność złoża w momencie t;  

qp – wydajność złoża na początku fazy spadku wydobycia; 

dw – współczynnik wykładniczego spadku wydobycia; 

dH – współczynnik harmonicznego spadku; 

dh – współczynnik harmonicznego spadku wydobycia;   

qe − końcowa, ekonomicznie uzasadniona, wydajność złoża;  

te – czas przerwanie eksploatacji ze względów ekonomicznych. 

Metody analityczne: 

 analiza funkcji spadku wydobycia 

Estymacja parametr·w funkcji spadku wydobycia ze zğoŨa   



Estymacja wykğadniczej funkcji spadku wydobycia zğoŨa X dla okresu 19522013   

Transformacja liniowa modelu regresji: 

ln(qt)=ln(qp)  dw*t = 3,2  0,04*t    (r= -0,99        r2=97,9%) 

dw =0,03957180,04  

Retransformacja modelu regresji 
 
ln(qp)=3,20464   qp =EXP(3,20464) 25 
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gdzie: 
qt – wydajność złoża w momencie t,  
qp – wydajność złoża na początku fazy spadku wydobycia, 
dw – współczynnik wykładniczego spadku wydobycia, 



(dobowych, tygodniowych, miesiňcznych, kwartalnych, rocznych, wieloletnich) 

Przez wahania okresowe (sezonowe) należy rozumieć powtarzające się z roku na rok w tych samych jednostkach 

kalendarzowych dość regularne zmiany ilościowe. 

DWIE METODY: — metoda wskaźników sezonowości 

  — metoda harmoniczna 

Wyznaczanie wahań okresowych 

Metoda wskaźników sezonowości 

 Sposób postępowania 

Wyodrębnienie trendu 

Eliminacja trendu z szeregu czasowego 

Eliminacja wahań przypadkowych 

Obliczenie wskaźników sezonowości 

 Wyodrębnienie trendu:  metody mechaniczne (średnie ruchome), metody analityczne 
 
 Eliminacja trendu z szeregu czasowego 
  
 Dla modelu addytywnego  ttt yye ˆ Dla modelu multiplikatywnego 
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 Obliczenie surowych wskaźników sezonowości (wyeliminowanie trendu) 

 Obliczenie oczyszczonych wskaźników sezonowości (wyeliminowanie  wahań losowych) 



Najprostszym sposobem wyodrębnienia wahań sezonowych jest metoda oparta na średnich okresach 
jednoimiennych.  
 
Wskaźniki sezonowości oblicza się wg wzoru: 
 
gdzie: 
Si – wskaźnik sezonowości dla i-tego podokresu (zwykle w %) 
 
     – średnia arytmetyczna dla  jednoimiennych podokresów 
 
d  – liczba podokresów (podokresy miesięczne d=12; kwartalne d=4; półroczne d=2) 
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Suma wskaźników Si powinna być równa: 

1200 dla wskaźników sezonowości miesięcznej, 

400 dla sezonowości kwartalnej 

200 dla sezonowości półrocznej 

 Wskaźniki spełniające powyższe relacje to oczyszczone wskaźniki sezonowości.  

 
Wskaźniki nie spełniające tych relacji to surowe wskaźniki sezonowości. 
Współczynnik korygujący Wk: 
 
pozwala sprowadzić surowe wskaźniki do oczyszczonych wg reguły: 
 
Suma skorygowanych wskaźników spełnia relacje  (1200, 400, 200) 
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DEKOMPOZYCJA SZEREGU CZASOWEGO 
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gdzie: 
Yt    - poziom badanego zjawiska   

F(t) – funkcja trendu 

G(t) – funkcja wahań okresowych (wahania cykliczne Ct i sezonowe St) 

        - składnik losowy, przypadkowy 

Krok I:    wygğadzenie szeregu 

Krok II:   wyznaczenie czynnika sezonowego, 

Krok III:  oddzielenie trendu i czynnika cyklicznego w wygğadzonym szeregu 
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Przykład: analiza przewozów pasażerów  
ťr·dğo: StarzyŒska W. Statystyka praktyczna, PWN, 2000 



Wyznaczenie czynnik·w sezonowoŜci 

Wygğadzenie szeregu czasowego za 

pomocŃ Ŝrednich ruchomych 

rok kwartağ PasaŨerowie w tys. 

 

Yt 

średnia ruchoma 

scentrowana (k=4) 

Indywidualne wskaŦniki 

sezonowoŜci (czynnik sezonowo-

przypadkowy) 

1 1 5,1 - 

2 5,8 - 

3 7,5             5,875 (7,5/5,875)=1,277 

4 5,2             5,8 (5,2/5,8)=0,897 

2 1 4,9             5,7 (4,9/5,7)=0,860 

2 5,4 5,663 0,954 

3 7,1 5,625 1,262 

4 5,3 5,538 0,957 

3 1 4,5 5,488 0,820 

2 5,1 5,437 0,938 

3 7,0 - - 

4 5,0 - - 
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Przykład: analiza przewozów pasażerów  
ťr·dğo: StarzyŒska W. Statystyka praktyczna, PWN, 2000 



kwartağ Czynnik sezonowo-przypadkowy Czynnik sezonowy 

G(t) 

1 0,860 0,820 (0,86+0,82)/2=0,84 

2 0,954 0,938 0,95 

3 1,277 1,262 1,27 

4 0,897 0,938 0,92 

rok kwartağ PasaŨerowie w tys. 

Yt 

Czynnik sezonowy 

G(t) 

Liczba pasaŨer·w pozbawiona 

sezonowoŜci (szereg oczyszczony 

z wahaŒ) 

Yt/G(t) 

1 1 5,1 0,84 6,071 

2 5,8 0,95 6,105 

3 7,5 1,27 5,906 

4 5,2 0,92 5,562 

2 1 4,9 0,84 5,833 

2 5,4 0,95 5,684 

3 7,1 1,27 5,591 

4 5,3 0,92 5,761 

3 1 4,5 0,84 5,357 

2 5,1 0,95 5,368 

3 7,0 1,27 5,512 

4 5,0 0,92 5,435 
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